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spSl” 202. Intégration

1 Fonctions continues par morceaux

Dans toute cette section, a et b sont deux réels tels que a < b, et n € N*.

1.1 Fonctions continues par morceaux ,ﬁ/wv.',
Définition. On appelle subdivision du segment [a, b] toute famille finie de réels (ag, a1, .., a,) tels
que :

a=ay< a1 < - <ap_1<ap=>=b
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Définition. Soit f : [a,b] — R. On dit que f est continue par morceaux sur le segment [a, b] si et
seulement §’il existe une subdivision a = ag < a1 < -+ < a, = b telle que :

Vi €{0,...,m — 1}, fijaia..[ S€ Prolonge & [a;, a;11] en une fonction continue.

On parle ﬁors de subdivision adaptée a f, ou subordonnée a f.
Remarque.

a pas une unique subdivision adaptée a une fonction continue par morceaux.

peut définir un ordre (partiel) sur ’ensemble des subdivisions : une subdivision peut étre plus fine

Dire qu’une fonction est continue par morceaux, c’est dire qu’on peut la considérer sur un nombre fini de
« petits » intervalles ou elle est continue, avec des limites finies de chaque coté.
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Proposition. Soit f : [a,b] — K une fonction continue par morceaux.
En tout point ou cela a un sens, f admet une limite finie a droite et a gauche.

Qw_::e:
S (@ %) mddovwe A (o h) addeptie =y
Sor o € (o bd.
e i wf a;
Uik 2 g < Jac, ace C
o
doe L6 —s fW

t
1

g
(
1 r
. {
; N
0¢ Ko

Mo Ef odod e Lok fml o ol & ap

d/; J\QQAQ" Auks
N fon ft

—T
=




Exemple. Les fonctions suivantes sont-elles continues par morceaux sur le segment [0, 1] 7
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1.2 Intégrale sur un segment d’une fonction continue par morceaux

On généralise dans ce paragraphe la définition de I'intégrale vue en premiere année au cas des fonctions

continues par morceaux. OLowrb
Définition. Soit f : [a,b] — Kune fonction continue par morceaux. Soit a = ag < a; <---<a, =b
une subdivision de [a,b] adaptée & f. Pour i € {0,...,n — 1}, on note f; le prolongement par

continuité a [a;,a;11] de fjjq,,

b
/ f(t) dt, le nombre :
a

aisq[- On appelle intégrale de f sur le segment [a, b], et on note

n—1

>, /:H filt)dt

1=0

7

Copana f\aw

Remarque.
Q41
e Chaque intégrale / fi(t)dt est une intégrale d’une fonction continue sur un segment, définie en

a;
premiére année.

e On peut justifier que ce nombre est indépendant du choix de la subdivision adaptée a f.

o Vue géométrique :

Proposition. Les propriétés étudiées en premiere année pour les fonctions continues sur un segment
restent valables pour les fonctions continues par morceaux :

e Linéarité
o Croissance, positivité (pour les fonctions & valeurs réelles)
o Inégalité triangulaire

« Relation de Chasles



Proposition. Si f est une fonction positive, continue, d’intégrale nulle sur [a,b], alors f est nulle sur
[a, b].

Preuve. On comprend pourquoi la continuité par morceaux n’est ici pas suffisante.
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Définition. Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle I. Soit a € I. On appelle
intégrale fonction de la borne d’en haut de f l'application :

Proposition. Avec les notations précédentes :
o F' est continue sur [ ;
o F est dérivable & gauche et a droite en tout point de I ou cela a un sens;

o La ou f est continue, F' est dérivable et on a :

F'(z) = f(z)
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Définition. Soit [ un intervalle, et f : I — R. On dit que f est continue par morceaux sur [ si et
seulement si elle est continue par morceaux sur tout segment de I.
Exemple. Les fonctions suivantes sont-elles continues par morceaux sur Uintervalle |0, 1] ?
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Proposition. Les fonctions continues sont continues par morceaux.
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Remarque. La définition se généralise au cas des fonctions a valeurs dans C.

ion. Les fonctions continues par morceaux sont localement bornées, i.e.
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